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壹、前言
	自從Romer（1986）成長模型問世以來，內生成長模型幾乎成為當代總體經濟的主流，如Lucas人力資本模型（1988）、Romer的研發模型（1990）等等，這些模型都共同強調一件事情，因技術內生，所以成長是無限的，不受到資本深化限制的影響。但是這一主張在金融大海嘯發生之後顯得那麼的脆弱，從美國到台灣，各國的經濟成長不僅沒有「成長」甚至轉為衰退，這種現象顯然不是內生成長模型所能夠解釋的。因此我們認為傳統內生成長模型似乎忽略成長的「抵制」力量，導致內生成長模型過度樂觀知識經濟對經濟成長的影響。
那為什麼在內生成長模型之下，經濟成長有可能衰退呢？當然原因很多，很多學者提出不同的觀點，以美國為例，其中之一是認為美國人民過度消費以及財金人員過度操作風險極高金融商品所致。如果以上論點成立的話，那麼傳統內生成長模型中為什麼看不到消費的財富彈性對成長的影響呢？例如AK模型（King & Rebelo 1990）中甚至認為最適消費與資本無關，亦即在AK模型中最適消費滿足的條件，此式隱含最適消費與資本無關，也就是消費的資本彈性為0。如果消費的資本彈性為0，那麼過度消費與否應與成長無關，也就是說在最適成長路徑上，不會有所謂「過度消費」的問題。
    所以AK模型本質上的缺失不只存在於沒有傳遞動態問題，另外一個嚴重的問題就是沒有考慮到消費的資本彈性（或者消費的財富彈性），以致預測無限經濟成長與實際資料不符。有關傳遞動態的問題，早期學者認為在單部門模型下，內生成長是沒有動態過程，而Jones & Manuelli(1990)利用不同的生產函數（亦即假定）證明在AK模型下還是有傳遞動態，亦即不管是型態生產函數或者是CES生產函數都會存在傳遞動態過程。但是以上修正還是認為在AK模型下成長是單調收斂，成長與過度消費無關，其傳遞動態還是指向成長是發散的。
	但是實際資料顯示即使在知識經濟下，經濟成長也不一定是單調收斂，亦即經濟成長率有高有低，會形成循環性波動，因此Bambi(2008)利用資本建構會有時間落後（time-to-build）觀點，終於建構AK模型傳遞動態會有循環性波動的可能性，但是在調整過程還是認為經濟成長率為正，拒絕承認在AK模型下經濟成長有停滯的可能。因此Bambi(2008)貢獻在於證明AK模型即使在單部門模型下，依然有動態調整過程，但是還是無法解釋金融大海嘯，經濟成長衰退的事實。
之所以產生以上問題，我們認為傳統內生模型都事先假定技術完全是在確定狀態下進行的，有投入必有技術進步，完全不考慮風險問題所致。而實際上，投資風險一直是存在的，金融大海嘯正是印證任何模型下，投資風險是無可避免的成本，內生成長模型也必須面對風險的投資成本。如同Tobin（1969）資產組合模型，當經濟代理人面對風險時，會發生替代與所得效果，當一個風險厭惡者面對風險的替代效果大於所得效果時，會減少對公債持有。亦即在AK模型下，如果出現風險時，一樣會有替代效果與所得效果，如果替代效果大，將使人們增加消費，使得資本累積變緩。
因此本文將以AK模型為基礎，討論即使出現外溢效果，當成長過程中伴隨著投資風險提高，將使成長受到壓抑，此時最適成長有可能是發散，也有可能收斂甚至會引發循環性的波動，其決定因素不只取決於外溢效果，也必須考量消費的資本彈性、風險係數與相對風險指標的大小。

貳、模型建立
	為了與傳統的AK模型作比較，我們完全按照Ramsey模型的原始設定，一個集權化的最適問題如下
                  
						s.t  							(1)
				(2)

其中
		表示消費，
		為效用函數，
表示折現因子。
與傳統模型設定相同，我們假設，為相對風險係數（Arrow &Pratt relative risk index）。至於限制條件(1)表示勞動的成長方程式，為了分析方便起見我們假設勞動成長沒有波動，其成長率固定為。至於限制條件(2)表示資本累積的動態方程式，其中表示儲蓄率（為控制變數），而為標準的布朗運動(Wiener Process)，為波動係數。而表示生產函數，我們依照Jones & Manuelli(1990)的設定，假設生產函數為，此設定並沒有違反AK模型的精神。
	因此本模型與標準AK模型差異在於AK模型認為資本外溢效果是確定的，可是我們認為即使有外溢效果，資本累積過程仍然有不確定性情況發生。例如，若外溢效果大小取決於資本主的資本利得，而資本利得取決於股票市場的漲跌，但是股票漲跌若為隨機過程，則資本外溢（或者累積過程）將為隨機。但是以上設定依然會存在若干問題，例如按照布朗運動特性，在長期下，資本累積跑到負值的機率是一，因此與事實不符。當然我們可以將取自然對數，但時此時波動方程式將變得非常複雜與不可計算。因此Brock (1973)與Chang(2003)均直接設定(2)式動態調整方程式，因此本文依照以上學者觀點，為了計算方便，所以不與以調整。
	由於，因此
   		    (3)
將(1)式與(2)式代入(3)並透過，，可得
											(4)
所以(4)式與傳統Ramsey模型相同，只差一個風險因子。

參、最適成長條件
	我們可建立一隨機Hamilton系統進行求解如下
						(5)
其中為拉氏參數，。而一階條件為對微分可得，隱含
														(6)
而極大化定理要求必須滿足，其中

經化簡配合(6)式可得極大化定理要求以下條件必須成立
									(7)

由於，依據 			
，所以經過化簡之後，滿足(6)(7)式的最適成長條件為
		(8)
此時與傳統最適成長模型不同的是(8)式多出風險因子，如果，則(8)式與一般最適成長模型相同。
為了得到最適解，我們必須賦予經濟涵義，配合可得
			(9)
其中為消費的資本彈性，若財富只包含資本那麼也可以視為消費的財富彈性。
將(9)代入(8)式可得最適儲蓄率必須滿足
          				(10)

上式告訴我們在均衡狀態下，最適儲蓄率受到很多因素影響，除了傳統的之外，還受到相對風險係數大小與消費的財富彈性大小的影響。

肆、動態調整過程
	(10)式只是告訴我們穩定狀態下的最適儲蓄率的條件，但是傳統AK模型預測成長是發散的，因此我們有必要探討面對不確定性下，體系的穩定性如何。假設在穩定狀態下（），則，將(10)式代入可得
				(11)
(11)式明顯告訴我們面對不確定性下（）資本最適動態調整必須同時考量風險、消費的資本彈性與的大小，如果（沒有風險的情況下），且則最適資本累積方程式為與AK模型相同。
	(11)式認為在面對風險的情況下，最適資本累積必須同時考量三種效果，一個是無風險之下的動態累積方程式，亦即，另外就是風險財富效果，亦即，當風險增加時，為了避免資本因風險導致意外過度耗損，所必須增加的最適資本，因此風險的財富效果為正。另外就是風險的替代效果，也就是當風險增加時，由於本文假設人們為風險厭惡者，為了降低風險的影響，將引起人們消費的增加，所以風險的替代效果為負。
	當然讓我們感到好奇的是，為何存在風險之下最適資本累積必須考量消費的資本彈性，反而在確定下最適成長與消費的資本彈性大小無關？一個可能的解釋是當風險增加時，替代效果會打擊投資意願，所得效果卻促使我們要增加投資，而影響所得效果大小因素包括消費的資本彈性，因此面對風險時，最適成長方程式必須考量消費的資本彈性。
	但是 (11)式的波動型態為何?到底是發散還是可能收斂呢？我們不能武斷認定AK模型面對風險時，體系一定收斂。當風險很小時，此時將主宰動態調整過程，因此AK模型下，成長還是可能無限成長。由於(11)式本質為非線性，亦即
所以我們不可能直接利用上式可以看出資本波動的穩定性。但是我們可以利用間接方式討論出本模型可能會出現收斂的波動。
定義表示外溢效果大小，雖然一般文獻都假設大於0，但是為了討論動態收斂性，因此在極端下我們假設值很小，趨近於0，亦即我們假設外溢效果很小。另外當且>0時，那麼體系將無限成長，亦即體系是發散成長。反之當且<0時表示體系有收斂的可能。所以我們假設值很小且，來探討體系收斂的可能性。也就是說當且值很小，還是大於0，那麼表示在風險下最適成長依然是發散，亦即AK模型下即使面對投資風險依然成長無止境。
令，則配合假設，因此(11)式可以改寫為
					(12)
(12)式明顯告訴我們當消費的資本彈性夠大時，將使成長趨於收斂而非發散，可是在最適成長下，會有過度消費的情況嗎（亦即 ）？
	透過相同模型，我們可以導出在最適成長模型下，最適消費的資本彈性必須滿足以下條件
									(13)
亦即在均衡的最適成長路徑上，資本的消費彈性並不是常數，而是受到風險係數，Arrow-Pratt相對風險係數與外溢效果大小的影響。
	(13)式明顯告訴我們，消費的資本彈性與風險呈正相關（），亦即家計部門面對風險增加的情況下，消費的資本彈性會變大，其經濟直覺在於風險變大，替代效果應多消費，導致消費的資本彈性變大。但是消費的資本彈性與相對風險係數關係就沒有那麼明確​[1]​，有可能大於0也有可能小於0，這個結果直覺就沒有那麼明顯，一般而言當 越大，表示越厭惡風險，因此面對風險時，越應不敢消費，所以消費的資本彈性應越小才對。一個可能原因是不同相對風險係數的人，面對風險時的替代與所得效果相對大小不同所致，一個相對風險係數越高的人越厭惡風險，因此為了保險起見，避免面對未來風險，反而加緊消費，因而消費的資本彈性越大。
	如果令，則代入(12)式，可得
											(14)
因此當時，，表示即使在AK模型下，極端情況下體系依然可能是收斂。但是若表示，此時動態與傳統AK模型相同，體系是發散的，因此傳統AK模型只是本文的一個特例。
	

伍、最適資本存量的比較靜態分析
	由於在隨機模型下，比較靜態分析的方向取決於替代與所得效果，因此通常不確定，而且對(11)式偏微分也無法得到一個明確的結果，所以底下將利用數值分析方式，分別探討風險係數 與相對風險係數對最適資本存量的敏感度分析。
一、對最適資本存量的影響
	為了驗證模型可能有收斂的情況，我們隨意假設以下的參數，其中相風險係數，，，，，滿足二階條件下，最適資本存量與風險係數的關係如圖一所示

						圖一：風險係數與最適資本存量
   
上圖讓我們感到意外的是最適資本存量與風險係數的關係居然不是確定的，當風險係數太小時（大約），體系是發散的，當風險係數介於間，最適資本存量與風險係數之間關係先遞減後遞增，最後當風險係數過大時，體系又變成發散。
   為何會有以上的情況發生呢？根據(11)式，當風險相對小時，體系動態調整完全由決定，也就是風險替代效果與風險的財富效果相對不重要，因此按照傳統AK模型觀點，體系是發散的。
	但是當風險夠大時，我們必須同時考量風險財富效果與風險替代效果，若風險替代效果夠大，則體系轉為收斂。也就是風險的替代效果大於所得效果與無風險之下的動態累積效果之和，那麼體系反而轉為收斂。此經濟意義在於人們發生「過度消費」的情況，亦即在最適成長路徑中，面對風險增大「過度消費」可能是理性的結果。
但是為何與最適均衡資本存量的關係為先遞減後遞增呢？原因在於當風險替代效果（打擊資本累積）大於風險的財富效果（提高資本累積）時，導致當風險增加反而最適資本存量會減少。但是一旦大到某一種程度之後，風險財富效果相對較大，使得最適資本存量反而增加，當大到某一關鍵水準時，風險的財富效果（提高資本累積）變得非常大，導致最終體系將形成無限成長。	

二、相對風險係數對最適資本存量的影響
	為了避免風險效果過大或者過小導致體系發散，因此我們假設，另外其餘參數均相同，，，，。數值分析結果如圖二所示


						圖二：相對風險係數與最適資本存量

圖二顯示相對風險係數與最適資本存量之間關係也是不確定，亦即當相對小時（），表示經濟代理人比較不擔心風險，因此風險對他而言機會成本相對小，所以體系動態完全由決定，導致體系是發散的。但是當相對風險係數提高時，表示風險的機會成本相對重要，所以必須考量風險的替代效果與風險財富效果，若風險的替代效果()大於風險財富效果（），那麼體系有可能收斂。但是當增加到某一程度時，表示代理人極端厭惡風險，因此將大量增加對的需求（替代效果變得非常大），使得體系轉為發散的情況，如上圖當 時，體系又轉為無限成長。


陸、結論
	本文指出即使在AK模型下，成長有可能是收斂也有可能是發散的，其決定因素不只取決於外溢效果夠大（即），同時也決定於風險係數與相對風險係數大小的影響。當考量投資風險時，則風險的替代效果與風險的財富效果也會決定體系的動態調整過程。
	如果知識經濟初期，投資風險係數相對小，因此可能引領無限成長，此時若風險係數也是內生，意即隨資本擴大風險係數也跟著增加的話，那麼根據本文預測體系有可能轉為收斂成長。同理，若風險相對係數也是內生的話，且知識經濟發展初期，財富相對小，經濟代理人比較不怕風險時（小），經濟成長是無限的。但是若經濟成長到某一界限時，財富增加導致相對風險係數也跟著提高時，體系也會跟著收斂，成長也會跟著趨緩，甚至停滯。這點顯然與傳統AK模型預測不符，傳統AK模型認為相對風險係數增加只會降低成長速度，但是不會使成長停滯。但是實際結果如何，有待實證資料檢驗。
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